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Abstract 

Starting with a compact hyperbolic cone-manifold of dimension n > 3, we study the deformations of the 
metric with the aim of getting Einstein cone-manifolds. If the singular locus is a closed codimension 2 
submanifold and all cone angles are smaller than 27r, we show that there is no non-trivial infinitesimal 
Einstein deformations preserving the cone angles. 

Resume 

Partant d’une cone-variete hyperbolique compacte de dimension n > 3, on etudie les deformations de 
la metrique dans le but d’obtenir des cones-varietes Einstein. Dans le cas ou le lieu singulier est une 
sous-variete fermee de codimension 2 et que tons les angles coniques sont plus petits que 27r, on montre 
qu’il n’existe pas de deformations Einstein infinitesimales non triviales preservant les angles coniques. 


1 Introduction 


Dans leur celebre article [H], Hodgson et KerckhofF montrent que pour une large classe de cones- 
varietes hyperboliques de dimension 3, I’espace des structures coniques hyperboliques au voisinage 
d’une cone-variete donnee est parametre par les angles coniques. Leur resultat principal est le theoreme 
de rigidite infinitesimale suivant : si M est une cone-variete hyperbolique de dimension 3 de volume 
fini, dont le lieu singulier forme un entrelacs et dont tous les angles coniques sont inferieurs a 27r, 
alors il est impossible de la deformer sans modifier ses angles. Ce resultat, complete par des travaux 
plus recents (cf notamment ^7j et jHI), a ete le point de depart de nombreux developpements 
dans I’etude de la geometrie des varietes hyperboliques de dimension 3, tels que la geometrisation des 
petites orbifolds ou I’etude des groupes kleiniens (H, 0). 

Le principe de la demonstration du theoreme de rigidite infinitesimale de Hodgson et Kerckhoff est 
de reussir a appliquer la methode de Calabi-Weil aux cones-varietes : on montre que la representation 
d’holonomie n’admet pas de deformations non triviales de la forme voulue. Cela necessite d’etablir 
des formules d’integration par parties ainsi qu’un resultat du type theoreme de Hodge. Ce genre de 
difficultes est inherent a I’etude des cones-varietes ; nous les reverrons plus en detail. 

Dans le cas des varietes fermees, Koiso m a donne un analogue de la methode de Calabi-Weil, qui 
n’utilise plus la representation d’holonomie mais etudie directement les deformations de la metrique 
(cf aussi m, §12.H). Cette deuxieme methode presente I’avantage d’etre plus facilement g&CTalisable 
et de s’appliquer, en dimension superieure, a une classe de varietes plus vaste, a savoir les varietes 
Einstein (vCTifiant de bonnes conditions de courbure). 

Le but de ce papier est d’adapter la methode de Koiso pour demontrer qu’en dimension superieure 
ou egale a trois, et sous des hypotheses voisines de cedes du theoreme de Hodgson et Kerckhoff, on 
ne pent pas deformer une cone-variete hyperbolique en des cones-varietes Einstein sans en modifier 
les angles coniques. En particulier, on redemontre dans le cas de la dimension trois le theoreme de 
rigidite infinitesimale ci-dessus. 




1.1 Presentation des resultats 


Le resultat que I’on se propose de demontrer ici est le suivant : 

Theoreme CHD- Soit M une cone-variete hyperholique compacte, dont le lieu singulier forme une 
sous-variete fermee de codimension 2, et dont tons les angles coniques sont strictement inferieurs d 
2tt. Alors toute deformation Einstein infinitesimale ne modifiant pas les angles coniques est triviale. 

Les restrictions imposees a la geometrie des cones-varietes sont essentiellement les memes que 
dans Particle de Hodgson et Kerckhoff [H]. On aurait pu remplacer Phypothese “M compacte” par 
Phypothese “M de volume finie”, mais les choses sont quand meme plus simples dans le cas compact. 
La condition sur la geometrie du lieu singulier est plus cruciale : c’est elle qui permet d’avoir un 
bon modele local et qui permet ainsi de faire les calculs. De maniere general, le lieu singulier d’une 
cone-variete pent etre beaucoup plus complique. Enfin, la condition sur les angles coniques est une 
hypothese technique qui parait de prime abord assez mysterieuse. En fait, on verra dans la section 
inique les angles coniques regissent en partie la croissance au voisinage du lieu singulier des solutions 
d’un laplacien; plus les angles sont petits, plus on controle ces solutions. 

La definition precise des cones-varietes envisagees se trouve dans la section |2I Ce qu’il faut re- 
marquer est que les deformations infinitesimales d’une telle structure peuvent toujours se mettre sous 
une forme standard (i.e. appartenant a une certaine famille - de dimension infinie - de deformations) 
au voisinage du lieu singulier. En particulier, une deformation ne modifiant pas les angles a la pro¬ 
priety d’etre a derivee covariante C’est entre autres pour cette raison que nous travaillerons 
principalement dans le cadre L^. 

La section suivante rappelle la definition des metriques et deformations infinitesimales Einstein; 
on y expose aussi le probleme des deformations triviales. Pour s’en debarrasser on cherche a imposer 
la condition de jauge de Bianchi, ce qui revient a pouvoir resoudre une equation de normalisation. On 
trouve ensuite dans la section |l]quelques resultats de la theorie des operateurs non bornes d’un espace 
de Hilbert qui nous serons utiles pous resoudre cette equation. 

L’outil principal dans la demonstration de la rigidite infinitesimale est connu sous le nom de 
technique de Bochner. En partant d’une equation du type Pu = 0 ou P est un operateur differentiel 
du deuxieme ordre de type Laplacien, on exprime P comme somme d’un operateur auto-adjoint positif 
Q*Q de degre 2 et d’un operateur R de degre 0 faisant intervenir la courbure. Une telle decomposition 

P = Q*Q + R 

s’appelle une formule de Weitzenbock; on en rencontrera a plusieurs reprises dans ce texte. Ensuite, 
dans le cas ou I’on travaille sur une variete fermee, une integration par parties donne 

0 = {Pu,u) = IIQrilP -|- {Ru,u). 

Si I’operateur R est tel que {Ru,u) > c||tt|p avec c > 0, on trouve alors n = 0. Le lecteur interesse par 
le sujet pourra se referer a j^l, §1.1. 

Pour pouvoir adapter cette technique aux cones-varietes il faut pouvoir faire les integrations par 
parties, et il est naturel pour cela de travailler ici aussi avec des objets appartenant a des espaces 
L^. On donne dans la section El deux resultats dans ce sens, ainsi que leur interpretation en termes 
d’operateurs non bornes. 

La partie suivante (section EJ est le coeur de ce texte. Elle consiste en une etude detaillee de 
I’equation de normalisation et de I’operateur correspondant 

L = V*V + (n - l)Id = A + 2(n - l)Id 

agissant sur les 1-formes. Le but est de trouver des bons domaines sur lesquels L est auto-adjoint et 
done inversible. Pour ce faire, et apres avoir prealablement exhibe une decomposition adaptee en series 


de Fourier generalisees (ESI), on etudiera le comportement des solutions de I’equation homogene au 
voisinage de la singularite. On montrera que ce comportement est etroitement lie aux angles coniques ; 
par exemple, la norme ponctuelle d’une solution donnee au voisinage d’une composante connexe du 
lieu singulier d’angle conique a est en avec k G {±1 ± 2p7ra“^, ±2p7ra“^/p G Z}. Les restrictions 
imposees sur les angles coniques permettent de controler suflisamment les solutions de I’equation ho¬ 
mogene, et finalement les solutions de I’equation de normalisation tout court. On aboutit au theoreme 
suivant : 

Theoreme (j6.5j) . Soit M une cone-variete hyperbolique dont tons les angles coniques sont strictement 
inferieurs d 2 tt. Soit </> une forme lisse appurtenant d L‘^(T*M). Alors il existe une unique forme 
a G C°°{T*M) solution de I’equation Lu = cf telle que a, Va, d6a, et Vda soient dans L^. 

Une fois ce resultat etabli, il est relativement facile de faire fonctionner la methode de Koiso pour 
demontrer le theoreme O; c’est I’objet de la section d Partant d’une deformation infinit&imale 
Einstein ho preservant les angles (done a derivee covariante d’une cone-variete hyperbolique, dont 
tons les angles coniques sont inferieurs a 27r, la demonstration de sa trivialite se fait en deux temps. 
On a d’abord besoin de se debarrasser des deformations triviales, on utilise done le r&ultat mentionne 
ci-dessus pour r&oudre I’equation de normalisation. On applique ensuite une technique de Bochner a 
la deformation normalisee h = ho — S*a. En utilisant la formule de Weitzenbock idoine et le premier 
resultat d’integration par parties, on obtient 

d^d^h + {n-2)h = 0. 

Une deuxieme integration par parties, un peu plus compliquee, permet de conclure que ho = S*a, et 
done que I’on a bien rigidite infinitesimale relativement aux angles coniques au sein des cones-varietes 
Einstein. 


2 Les cones-varietes et leurs deformations 


Nous allons maintenant preciser le cadre dans lequel on se place. La notion de cone-variete, plus 
g&CTale que celle d’orbifold, a ete introduite par Thurston m pour I’etude des deformations des 
varietes hyperboliques a cusps en dimension 3. Le cas le plus frequemment rencontre est celui des 
cones-varietes a courbure constante. Celles-ci sont relativement simples a definir, soit geometriquement 
comme un recollement de simplexes geodesiques, soit en explicitant la metrique en coordonnees ; c’est 
cette derniere approche qui sera utilisee ici. Le lecteur interesse pourra se reporter a m pour une 
definition par recurrence des cones-varietes modelees sur une geometrie. 

La geometrie du lieu singulier d’une cone-variete arbitraire pent etre tres compliquee. Dans le cadre 
de notre etude nous nous limiterons au cas ou il forme une sous-variete de codimension deux, ce qui 
permet de parler d’angle conique le long de chaque composante connexe du lieu singulier et d’avoir 
des bons modeles locaux pour mener a bien les calculs. 

Enfin, comme notre but est de s’interesser a des varietes Einstein, on s’autorise une classe assez large 
de metriques a singularites : on demande juste que la metrique conique ressemble asymptotiquement 
au produit de la metrique du lieu singulier avec la metrique d’un cone (de dimension deux). 

Soit M une variete compacte de dimension n > 3, et E = Sj une sous-variete fermee plongee 
de codimension 2, dont les Sj sont les composantes connexes. Dans la suite de ce texte on emploiera 
souvent la notation M pour designer improprement M \ S. 

Definition 2.1. Soient ai ,... ,ap des reels positifs. La variete M est munie d’une structure de cone- 
variete, de lieu singulier S = Sj et d’angles coniques les ai, si : 

- M \ Ti est munie d’une metrique riemannienne g, non complete; 

- pour tout i, Tii est munie d’une metrique riemannienne gi; 


- pour tout i, tout point x deT,i a un voisinage V dans M dijfeomorphe d x U, avec U = Vr\T,i 
un voisinage de x dans Sj, dans lequel g s’exprime en coordonnees cylindriques locales sous la 
forme 

g = dr^ + i^)W + g,+q, 
zvr 

oil q est un 2-tenseur symetrique verifiant g{q,q) = O(r^) et g{'Vq,'Vq) = 0(r). 

Dans la suite on exprimera souvent la metrique g sous la forme legerement differente 

g = dr'^ + r‘^de‘^ + gi + q-, 

ou la coordonnee d’angle 6 est definie non plus modulo 27r mais modulo Tangle conique aj. 

Une cone-variete hyperbolique est alors une cone-variete telle que les metriques g et gi soient 
hyperboliques. On a dans ce cas, en reprenant les notations de la definition, 

q = ( —)2(sinh(r)^ — r‘^)d6‘^ + (cosh(r)^ — l)gi. 

27r 

Pour demontrer la rigidite, nous aurons besoin que tous les angles coniques soient inferieurs a 27r, 
mais cette condition n’apparait qu’a partir de la fin de la partie El 

Le caractere singulier des cones-varietes pose certains problemes pour adapter la methode de Koiso 
et faire fonctionner une technique de Bochner. II faut toujours verifier si les choses marchent de la 
meme maniere que dans le cas compact. 

La premiere difficulte va venir des integrations par parties. Premierement, pour garantir que les 
expressions manipulees ont un sens, nous serons obligfe de travailler avec des objets Deuxiemement, 
il va falloir demontrer qu’on pent effectivement appliquer des formules de type Stokes : ce sera Tobjet de 
la partie El Au final nous serons en mesure d’effectuer des integrations par parties pour les opCTateurs 
d et 5, et V et V*. Mais un tel r&ultat n’existe pas (a notre connaissance) pour les operateurs d^ et 
,5^ ; nous devrons done contourner cette difficulte quand nous en aurons besoin (sectional). 

La plus grande difficulte va venir de Tequation de normalisation, etudiee dans la section El Bien 
qu’en pr&ence d’un sympathique operateur elliptique, on ne pent pas appliquer la theorie classique 
sur une cone-variete, dont la metrique est singuliere. L’equation admettra encore des solutions, mais 
celles-ci ne seront plus uniques, et on aura quoi qu’il arrive une perte de regularite. Cependant, en 
imposant que les angles coniques soient inferieurs a 2ti nous aurons suffisamment de controle sur 
la norme de certaines combinaisons lineaires des derivees des solutions pour faire fonctionner une 
technique de Bochner. 


Soit {M,g) une cone-variete au sens ci-dessus, de lieu singulier S. Soit maintenant gt une famille 
de metriques singulieres, d^ivable, telle que g^ = g ei que pour tout t, (M, gt) soit une cone-variete 
de lieu singulier S. 

Si X est un point de S, pour tout t il existe par definition un voisinage de x dans M dans lequel 
on a Texpression ci-dessus pour la metrique en coordonnees cylindriques. Quitte a les restreindre, ces 
voisinages sont tous diffeomorphes, et on pent done faire agir une famille (ft de diffeomorphismes de 
telles fagons que les coordonnees cylindriques locales pour Texpression de (f^gt soient les memes pour 
tout t. 

Dit d’une autre maniere, il existe un voisinage V de x dans M, diffeomorphe a xU oil U = ITnS 
est un voisinage de x dans S, dans lequel on pent trouver des coordonnees cylindriques telles que pour 
tout t, on ait : 

(flgt = dr"^ + {^)‘^r‘^d9‘^ + h + qt- 


A 


Dans cette expression, ht designe une metrique sur U et qt est un 2-tenseur symetrique qui verifie les 
conditions de la definition o 

Finalement, quitte a modifier la famille gt par des diffeomorphismes, ce qui revient a modifier 
la deformation infinitesimale par une deformation geometriquement triviale, on pent montrer que 
h = est au voisinage du lieu singulier combinaison lineaire des quatres types de deformations 

suivants, modifiant : 

- Tangle, 

- la metrique du lieu singulier, 

- le reste, 

- et enfin, la faqon de “recoller” la variable d’angle quand on passe d’un systeme de coordonnees 
a un autre. 

II est important de noter que les toutes ces deformations infinitesimales sont Lp‘, mais que seules 
les trois dernieres ont leur derivee covariante dans Ainsi, c’est au niveau du caractere ou non 
de la derivee covariante de la deformation que Ton voit si celle-ci preserve ou non les angles coniques. 


3 


Les metriques Einstein, leurs deformations et I’equation de nor¬ 
malisation 


Par definition, une metrique Einstein est une metrique riemannienne g verifiant Tequation 

ric{g) = eg, 

ou le terme de gauche est le tenseur de courbure de Ricci et ou c est une constante. Notons que si 
on remplace g par Xg, avec A une constante strictement positive, alors la nouvelle metrique verifie 
Tequation ci-dessus en remplagant c par A“^c; done en fait c’est principalement le signe et non la 
valeur exacte de la constante c qui compte. On pent ainsi distinguer trois grandes classes de metriques 
Einstein suivant que c est negatif, positif ou nul. 

Les metriques a courbure sectionnelle constante sont toujours Einstein; en dimension 3 ce sont les 
seules. Par contre des la dimension 4 il y a beaucoup plus de metriques Einstein que de metriques a 
courbure sectionnelle constante; on pent done considerer la condition Einstein comme un affaiblisse- 
ment ou une generalisation de la condition courbure sectionnelle constante. 

Puisque Ton s’interesse principalement aux cones-varietes hyperboliques, on ne considerera que des 
metriques Einstein vCTifiant E{g) = 0, avec 

E{g) = ric{g) + {n - l)g. 

La constante (n — 1) est choisie de telle sorte que les metriques hyperboliques verifient cette equation. 

Soit gt une famille lisse de metriques Einstein (e’est-a-dire verifiant E{gt) = 0) sur une variete 
donnee M, avec go = g. Le 2-tenseur symetrique h = ^gt\t=o verifie alors Tequation d’Einstein 
linearisee 

E'gih) = 0 . 

Le calcul de Eg est classique, cf par exemple [2] §1.K : 

E'g{h) = V*gVgh - 2Rgh - 5*g{26gh + diigh). 




Les operateurs utilisfe ici necessitent un peu d’explication. La notation Vg, on V pour simplifier, 
designe la derivee covariante ou connexion de Levi-Civita associee a la metrique riemannienne g. Elle 
admet un adjoint formel note V* : si est une base orttionormee, on a 

n 

V*«(Xi,..., Xp) = - ^(Ve,«)(ei, Xi,..., Xp). 
i=l 

Pour les tenseurs symetriques, on definit 6* : S^M comme etant la composee de la 

dCTivee covariante et de la symetrisation. En particulier, si a G = S^M, alors 

6*ga{x,y) = ^((V,ra)(y) + (Vya)(x) 

= ^iaC^xa^y) + gi^y^Kx)) 

= ^L^tgix,y), 

oil designe la derivee de Lie le long du champ de vecteur dual (pour la metrique g) a la forme 
a. L’adjoint formel de I’operateur 6* se note dg ; c’est juste la restriction de V* a 

Ensuite, Rg d&igne Paction du tenseur de courbure Rg sur les 2-tenseurs symetriques : si h est 
une section de S'^M, on pose 

n 

Rgh{x,y) = '^h{Rg{x,ei)y,ei), 
i=l 

oil (cj) est une base orthonormale pour TM ; c’est encore un 2-tenseur symetrique. Si g est hyper- 
bolique, on a alors 

Rgh = h — {tr gh)g. 

Enfin, la notation tr^ d&igne juste la trace par rapport k g : si h est un 2-tenseur, 

n 

ti gh — ^ ^ h(^e-i, Ci'). 
i=l 

Dans la suite et pour alleger les notations, on omettra le plus frequemment I’indice g. 

Par definition, une deformation Einstein infinitesimale de la variete Einstein (M, g) est un 2-tenseur 
symetrique h vCTifiant Pequation E'g{h) = 0. 

Maintenant, si g est Einstein et si </> est un diffeomorphisme de M, alors la metrique tiree en 
arriere est aussi Einstein. Par consequent, si (ft est une famille lisse de diffeomorphismes telle 
que 00 soit Pidentite, alors la deformation infinit&imale associee ^<f’lg\t=o est naturellement Einstein. 
Une telle deformation est qualifiee de triviale. Soit X le champ de vecteurs sur M defini par X{x) = 
^(0t(x))|t=o, et soit a = X^ \a. 1-forme duale, c’est-a-dire verifiant a{Y) = g{X,Y) pour tout vecteur 
Y. On a les relations 

^(0iff)|t=o = Lxg = 26*ga; 

Pespace des deformations infinit&imales triviales est done egal a Imij*. 

La fagon habituelle de se debarrasser des deformations triviales est d’imposer une condition de 
jauge, c’est-a-dire de ne considerer que des deformations infinitesimales verifiant une certaine equation. 
On en trouve plusieurs dans la littCTature, on utilisera ici la jauge de Bianchi (cf jH] §L1.C, P §2.3, a 
comparer a [21 §12.0). On veut done que nos deformations infinit&imales h vCTifient 


ou fig : S'^M ^ Q}M est I’operateur de Bianchi (associe a la metrique g) defini par 

I3g{h) = 5gh + ]^diTgh. 

Ainsi, etant donnee une deformation infinitesimale /iq, on vent pouvoir la modifier par une deforma¬ 
tion triviale, de fagon essentiellement unique, de telle sorte que le resultat verifie la condition de jauge. 
Dit plus precisement, on veut trouver une 1-forme a telle que la deformation normalisee h = ho — 6* a 
satisfasse f3{h) = 0; de fagon equivalente, on clierctie a r&oudre Vequation de normalisation (on omet 
les indices) 

P o 5*a = P{ho). 

L’etude de cette equation et de I’operateur P o S* est I’objet de la section El On se placera entre 
autre dans le cadre de la theorie des operateurs non bornes entre espace de Hilbert, dont les r&ultats 
principaux sont cites dans la section suivante. 


4 Quelques rappels sur les operateurs non bornes 


Nous allons annoncer un certain nombre de definitions et proprietes concernant les operateurs non 
bornes ; le lecteur interesse pourra consulter m, chapitre 8, ou m, chapitre 13. 

Soient E et F deux espaces de Hilbert. Un operateur non home est une application lineaire 

A : D{A) F 

ou D{A) (le domaine de A) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, toute application lineaire 
(continue ou non) de E dans F est un operateur non borne. 

Soit A et H deux operateurs non bornfe. On dit que B est un prolongement de A, note A C B, si 
D{A) C D{B) et = A. 

Un operateur non borne A est ferme si son graphe G{A) = {(u, A{u))\u G D(A)} est ferme dans 
Ex F, ce qui revient a dire que pour toute suite {un) de D{A) telle que Un ^ u G E et A{un) v £ F, 
on a u G D{A) et v = A{u). 

Si A est a domaine dense dans E, on pent definir son adjoint A* : D{A*) C F —> E de la fagon 
suivante : 

V £ D{A*) 3w £ E tel que Vu G D{A), {u,w)e = {A{u),v)f- 

Comme D(A) est dense dans E, I’element w (si il existe) est unique; on pose w = A*{v). Remarquons 
que I’adjoint d’un operateur est toujours ferme. On a aussi la propriete evidente (si les operateurs 
consider^ sont a domaine dense) A C B B* C A*. 

Pour definir A**, il faut verifier que A* est a domaine dense, ce qui n’est pas toujours le cas. Mais 
on a la propriete suivante (cf §117) : 

Proposition 4.1. Soit A un operateur non borne de E dans F, a domaine dense. Alors A* est a 
domaine dense si et seulement si A admet un prolongement ferme. Dans ce eas, A** est le plus petit 
prolongement ferme de A, i.e. si on a A C B avec B ferme, alors A** C B. 

On remarque aussi que le graphe de A** n’est autre que I’adherence dans F x F du graphe de 
A. D’autre part, si A est ferme, on a A** = A. En particulier, des que cela a un sens, on a toujours 
A*** = A* (notons au passage que Ton a bien (A*)** = (A**)*). 

Si A est injectif, on pent definir son inverse A~^ : son domaine n’est autre que I’image de A. 


Pour pouvoir definir la composition de deux opCTateurs non born& A : D{A) G E ^ F et 
B : D{B) C F —> G, on pose, par definition, 

D{B oA) = {x£ D{A)\A{x) e D{B)} . 

De meme, la somme se definit naturellement sur le domaine 

D{A + A') = D{A)nD{A'). 

II se pent evidemment que ces domaines soient reduits a I’element nul. Cependant, on a le theoreme 
relativement surprenant suivant ljl2j. §118, ou jl,‘lj . theoreme 13.13) : 

Theoreme 4.2. Si I’operateur non home A : E ^ F est ferme et de domaine dense, alors les 
operateurs 

B = {A*oA + Id)-^, C = Ao{A* oA + Id)-^ 

sont des applications lineaires continues de E dans E et de E dans F; de plus ||i?|| < 1, HCH < 1, et 
B est auto-adjointe positive. 

Maintenant, soit M une variete riemannienne, et soit E et F deux fibres vectoriels sur M, mu¬ 
nis de metriques riemanniennes {.,.)e et On note C^{E) (resp. C°°{E), resp. Lp‘{E)) I’es- 

pace des sections de E qui sont a support compact (resp. , resp. Lp ‘); de meme pour F. La 
metrique sur E et la forme volume sur M font de L‘^{E) un espace de Hilbert (pour le produit scalaire 
{f-,9)E = '9^^^'^oIm) dont C^{E) est un sous-espace dense; de meme pour F. 

Soit A un operateur differentiel agissant sur les sections de E. On le considere comme un operateur 
non borne de domaine les sections C°° a support compact, i.e. 

A : C^{E) ^ C^{F) C l2(F), 

et on suppose que A admet un adjoint formel A^ : C^{F) —> C^{E), i.e. tel que 

{Au,v)f = {u,A^v)e Vm e C^{E) et Vn e Co“(F). 

On a clairement A^ C A* done A* est a domaine dense. 

On pose alors Amin = A**, e’est, on I’a vu, le plus petit prolongement ferme de A. Le graphe de 
A** est I’adherence du graphe de A, done (et on pent prendre ga comme definition) 

u G D{Amin) 3(ttn) G C^{E) telle que lim Un = u et que la suite (Aun) converge dans L^, 

n—*oo 

AminU est alors la valeur de cette limite. 

On pose aussi Amax = (A^)* ; comme A^ G A*, on a A** G Amax et done A G Amax- De plus 
A^ G {A^* = (Amax)*, et, vu la propriete de minimalite de **, on en dMuit que Amax est le plus 
grand prolongement de A dont I’adjoint prolonge aussi A^. Plus precisement, 

u G D{Amax) G L^(F) tel que G C^{F), {u,A^(j))E = {v,(j))F, 

ce qui signifie exactement que v = Au “au sens des distributions”. En utilisant des techniques standards 
d’analyse (convolution), on montre qu’on pent approcher u G D{Amax) par des sections lisses, i.e. (et 
on pent prendre ga comme definition) 

u G D{Amax) 3(u„) G C°°{E) telle que lim Un = u et que la suite (Aun) converge dans 

n^oo 


{AmaxU est alors la valeur de cette limite). 


5 Deux resultats d’integration par parties sur les cones-varietes 


Pour faire fonctionner la technique de Bochner nous avons besoin de proceder a des integrations par 
parties. Les deux resultats suivants ainsi que leur interpretation en termes d’operateurs non bornes 
sont a notre disposition. Le premier theoreme d’integration par parties sur une cone-variete est le 
suivant, dti a Cheeger jH] : 

Theoreme 5.1. Soient a G et P £ deux formes sur M telles que a, da, P, et 6P 

soient dans Lp. Alors 

(a, 5P) = {da, P). 

En fait il faut adapter un tout petit peu la demonstration, ou combiner deux resultats de Particle 
cite (cf aussi jH], appendice). 

Par passage a la limite, il est clair que I’on a encore 

{a,5maxP) — {dmaxOl: P) 

quel que soit a G D{dmax) et P £ D{5max)- On en dMuit immediatement (cf aussi [7j) que : 
Corollaire 5.2. Les operateurs dmax et 6max sont adjoints I’un de Vautre; on a dmax = dmm et 
dmax — dmin • 

Demonstration. En effet, Pegalite {a,6maxP) = {dmaxOi,P) quel que soit a £ D{dmax) et P £ D{6max) 
implique que d^ax C Or = dmin C dmax- Done dmax = dmin = dmax- Le meme argument 

montre que dmax = dmin = dmax- Dl 


Le deuxieme resultat concerne les tenseurs et non plus les formes differentielles : 

Theoreme 5.3. Soient u £ v £ M) tels que u, Vu, v, V*v soient dans 

L^. Alors 

{u,V*v) = {Vu,v). 

Demonstration. On va demontrer ce resultat en utilisant une methode similaire a celle de Cheeger jHj . 
Pour simplifier, nous supposerons que la metrique au voisinage de S est exactement, en coordonnees 
locales, de la forme g = dr'^ + r'^dO'^ + ou 6 est dehnie modulo I’angle conique a. Le cas general 
se traite exactement de la meme fagon, les expressions sont juste un peu plus compliquees. 

Soit a un reel positif suffisamment petit pour que le o-voisinage ferme de S dans M soit tubulaire. 
Pour f < a, on pose Ut le t-voisinage de S dans M, Et = dUt, et Mt = M\Ut. Le vecteur ^ est 
une normale unitaire en tout point de St. Avec ces notations, une integration par parties ( e’est-a-dire 
la formule de Stokes ) nous donne : 

/ {g{u,V*v)-g{Vu,v))= g\j^Pu,ie,v) 

JMt -Jilt 

oil ie^v = v{er, .). Le terme de gauche converge vers {u,V*v) — {Vu,v) quand t tend vers 0. Notons 
It le terme de droite de Pegalite, qui correspond au terme de bord. On a alors les inegalites suivantes 
(la notation |.| designe la valeur absolue aussi bien que la norme ponctuelle pour la metrique g) : 

\dt\ < 

< 



n 


On va montrer que le fait que Vit soit permet d’avoir une bonne majoration de |up. Et 
comme ie^v est (car v Test aussi), Ker'^P iie pent pas croitre trop vite quand t tend vers 0. Ce 
deux resultats nous permettront d’affirmer que It„ tend vers 0 pour une suite tn tendant vers 0. 


En tout point ou |t(| / 0, la fonction |u| est derivable, et d\u\{x) = g(VxU, |^). On pose 

5|rt| 


u 


^ = gi'^erU, -pf) 

or |rt| 

si \u\ / 0, et = 0 sinon. II s’agit de la derivee partielle distributionnelle de |ii|, au sens ou Ton a, 
si les coordonnees autres que r restent fixees, 


\u{t)\ - |u(a)| = j ^{r)dr. 


Or < |Ve^rt| < |Vtt|, et done, si t < a. 


et 


|u(t)| < |tf(a)| \Vu\dr 

< 2|tt(a)p + 2(^ \Vu\dr)‘^. 


En appliquant I’inegalite de Cauchy-Schwarz il vient 


\Vu\dr 


< 


dr 


r\Vu\‘^dr 


< |ln(-)| / rlVrtpdr 

a If 


En integrant sur on trouve 



^ J 

< 2 

< 2 


t 


2|tt(a)p + [ (21n(-) [ r\Vu\'^dr 

t JEtK ^ Jt 

f |«(a)|^ + 2| ln(-)| f f r\Vu\‘^dr 

Et « JSt Jt 

f j |tt(a)ptd0(iuo/s + 2| ln(—)| f 
s Je=o 0 , Jy, Je=Q \Jt 

•a ra 


a / pa 


r\Vu\‘^dr tdOdvolY 


<2-1 \u\^ + 2t| ln(-)| 

a Js. « Js Je=o Jt 



\Vu\^rdrd6dvolY 


t 


t , 


< 2- / + 2t|ln(-)| / |Vu 


Cl JYia 
0(t|ln(t)|) 


« JUa 


II reste a controler le terme Ker'^P ^ /st Comme v est L^, 



/ |up < +00, 

JUa 


et done la fonction t |up est integrable sur ]0,a]. Or la fonction (tln(t)) ^ n’est pas integrable 

en 0. On en deduit done qu’il existe une suite tn tendant vers 0 pour laquelle 



0{{tnMtn)) ^). 


1 n 



En combinant avec la majoration obtenue pour |np, on en deduit immediatement que 


lim = 0. 

n^+oo 


Or It —> (u,V*v} — {Vu,v) quand t —> 0; on a done bien {u,V*v) = {Vu,v). 


□ 


Corollaire 5.4. On considere V comme un operateur non borne V : M). 

Alors Mu G D{Vmax), Vu G D{V*), on a I’egalite 

{^maxUiV) — (u, V v). 

Ceci implique en particulier que Vmin = ^max et que = V*. 

Demonstration. La premiere egalite se demontre directement en prenant des suites regularisantes pour 
u et pour V : en effet on a vu dans la section precedente que si u G D{Vmax) (resp. v G D{V*)), il existe 
une suite Un G M) (resp. Vn G M)) telle que lim„^oo = u et lim„^oo = 

VmaxU dans (resp. lim„^oo = u et lim^^oo = V*u). Alors 

{u,V*v) =lim{Un,V*Vn) =lim{VUn,Vn) = {VmaxU, v). 

La suite se demontre comme le corollaire O □ 

Dans la suite les notations V et V* designeront done (sauf exception) les operateurs Vmax(= Vmin) 
et V* (= V* • = V*). 

On employera frequemment le corollaire suivant, simple reformulation du precedent : 

Corollaire 5.5. Soit u appurtenant d D{V), e’est-d-dire tel que u et Vu sont L?. Alors il existe une 
suite (un), d support compact, telle que Un ^ u etVun^Vu dans quand n —> oo. 

Demonstration. C’est juste la definition de u G DiVmin)- □ 


Remarque : dans les theoremes ci-dessus, la condition parait naturelle, ne serait-ce que pour 
s’assurer de I’existence des termes du type {Vu,v). Cependant il est intCTessant de noter que la 
demonstration donnee du theoreme 15.51 ne fonctionne pas avec des hypotheses du type u, Vu G et 
V, V*v G L‘i, avec p et g des exposants conjugues. La condition est done plus importante qu’il n’y 
parait. 


6 Etude de I’equation de normalisation 


Dans toute cette section, nous supposerons que la metrique conique g est hyperbolique. 

Comme on I’a vu dans la section |21 pour se debarrasser des deformations triviales on cherche a im- 
poser la condition de jauge de Bianchi. Montrer qu’une deformation infinitesimale pent se mettre sous 
une forme normalisee verifiant la condition de jauge revient a resoudre I’equation de normalisation : 

P o d*a = Pho. 


Cette equation pent se mettre sous une forme plus lisible. Pour cela, on utilise le fait que 


(il s’agit juste de la decomposition du 2-tenseur Va en partie symetrique et anti-symetrique), que 5 
est toujours la restriction de V* an sous-fibre correspondant, et done que 

6a = V*a = —trVa = —tr(5*a, 


la trace de da etant nulle puisque da est anti 

2P{6*a) = 


-symetrique. On obtient alors 
266*a + dti6*a 


= 2V*{Va-^da)-d6a 

= 2V*Va-6da-d6a 
= 2V*Va-Aa. 

Ici A = d6 + 6d est I’opCTateur de Laplace-Beltrami sur les 1-formes. Or A et V*V (parfois nomme 
laplacien de connexion) sont relies par la classique formule de Weitzenbock 

Aa = V*Va -|- ric{a), 

cf |21 §1.155. En utilisant cette formule et le fait que la metrique g est hyperbolique, on trouve 

2f5{6*a) = Aa-|-2(n —l)a 
= V*Va + (n-l)a. 

On est done amener a etudier I’opCTateur L : a^ V*Va + {n — \)a. 


6.1 Premieres proprietes 

La premiere chose a remarquer sur L est qu’il est elliptique. En particulier, si cj) est et que 
La = (/> au sens des distributions, alors a est C°°. Malheureusement, le caractere singulier d’une 
cone-variete nous empeche d’utiliser directement les inegalites de type Schauder ou Carding. Par 
exemple, on pent montrer qu’il existe des 1-formes a appartenant a telles que La = 0 au sens des 
distributions avec Va qui n’est pas dans L?. 

II est clair que L, vu comme un operateur non borne C^{T*M) —> C^{T*M), est formellement 
symetrique : avec les notations de la sectional L^ = L. Malheur eusement, il est possible de montrer que 
des que la dimension de notre cone-variete est superieure a 2, I’operateur L n’est pas essentiellement 
auto-adjoint, i.e. Lmin / Lmax (ou si Ton prefere, L** / L*). On va done etudier des extensions 
auto-adjointes L de L, avec Lmin C L C Lmax- 

Le theoreme IQ nous donne une premiere telle extension : toujours avec les conventions de la 
sectional I’operateur V* o V -|- (n — l)Id est auto-adjoint et inversible. Son domaine est par definition 

D = {a£ D{V)\ Va E L>(V*)} = {a E L‘^\ Va, V*Va E 
(dans la deuxieme definition, il faut considerer V et V*V au sens des distributions). 

On va maintenant introduire une deuxieme extension auto-adjointe. On doit a Gaffney [3 le resultat 
general suivant ; les operateurs dmindmax + dmaxdmin et dmaxdmin + dmindmax (encore avec les conven¬ 
tions de la section 0 sont toujours auto-adjoints. Or d’apres le corollaire 15.21 on a dmin = dmax et 
drain = dmax ; les deux operateurs ci-dessus sont done les memes sur une cone-variete. On en deduit 
que I’operateur dmaxdmax + dmaxdmax + 2{n — l)Id, defini sur le domaine 

Li — {a E L){dmax) O D{^dmax)\ dmaxOi E L){dmax) et dmaxOi ^ Li(dmax)J 
= {a E L^\ da, da, dda, dda E , 

est positif auto-adjoint et done inversible (encore une fois dans la deuxieme definition, il faut considerer 
les operateurs au sens des distributions). Nous montrerons plus loin que ces deux domaines D et D' 
sont en fait confondus quand tons les angles coniques sont inferieurs a 2'k. 


6.2 Expression du laplacien de connexion en coordonnees cylindriqnes 

On va maintenant sauter a pieds joints dans les calculs. Soit a un reel positif suffisament petit 
pour que le a-voisinage ferme de S dans M soit un voisinage tubulaire. Si r est plus petit que a, on 
note Ur le r-voisinage de S dans M et le bord de Ur- 

Par definition, si x est un point de S, il existe un voisinage E de x dans Ua et un voisinage U de 
X dans S, tels que 17 = EnSetP~C/x D^, et dans les coordonnees cylindriqnes locales adaptees a 
la decomposition V U x D^, la metrique est de la forme 

g = dr‘^ + sinh(r)^(i0^ + cosh(r)^ 5 rs, 

oil 6 est defini non pas modulo 27r mais modulo I’angle conique a. On utilisera les notations suivantes ; 
U = dr, e® = smh{r)de, = (e'')# = et ee = 

Soit u une section de T*M. Au voisinage de T, on pent faire une decomposition orthogonale et on 
ecrit 

u = fU + ge^ + w, 

avec /, g, deux functions de M dans M (ou C, on sera souvent amene dans la suite a complexifier les 
fibres sur lesquels on travaille), et uj une 1-forme. On remarque que bien que les coordonnees ne soient 
que locales, les formes et e® sont bien definies sur tout Ua, ainsi que la decomposition orthogonale 
precedente. 

Au vu de la forme de notre voisinage tubulaire, sur tout ouvert V de Ua du type ci-dessus et 
suffisament petit, on pent definir localement des champs de vecteur ei,...en -2 de telle sorte que 
(cr, eg, ei,... en- 2 ) forme un repere mobile orthonorme (local), verifiant 

er^k ~ eg^k = 0 

pour tout k dans 1... n — 2. On definit de meme des 1-formes locales e^,... telles que 
(e'", e®, e^,... soit le repere mobile dual du precedent. 

Avant de commencer les calculs, introduisons encore quelques notations. On note N le (sous-)hbre 
vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x G 17a est le sous-espace vectoriel de T*M 
orthogonal a e® et , et N* le (sous-)fibre vectoriel au-dessus de Ua, dont la fibre au-dessus de x G 17a 
est le sous-espace vectoriel de TxM orthogonal a eg et e^. La 1-forme uj introduite plus haut est 
naturellement une section de N. Les sections (ei,..., 6 ^- 2 ) forment localement une base de N*, de 
meme pour (e^,... et N. Si s est section de N*, et t une section de N ou de N*, on note 

la projection orthogonale sur N ou sur N* de 

Si / est une function de Ua, on pose 


n—2 


k=l 


Ae/ = cosh^ r ^(VE)(efc, Cfc)./ - e^.e^,./ 
k=l 

(c’est a un facteur pres I’oppose de la trace de la hessienne de / restreinte a N*). Ces deux operateurs 
sont independants du choix des e^. En fait, avec les notations ci-dessus, dans E on a une identification, 
k r et 6 fixe, de 17 x {r, 0} a 17 C S, et N* et N restreints a 17 x {r, 9} s’identifient de la meme fagon 
a TU et T*U. Les operateurs ci-dessus correspondent via ces identifications a la differentielle et au 
laplacien de 17 C S. 



II en est de meme pour Vs, et pour les deux operateurs suivants. Si to est une section de N, on 
pose 

n—2 

(5s(w) = -cosher Vs (efc,a;)(efc) 

fc=i 

n—2 


cosh^ r E (j(Vs(eA:, Cfc)) — ek-(jj{ek), 


k=l 


et 


n—2 


(V*V)sw = cosh^ r ^ Vs(Vs(efc, e^), w) — Vs(eA:, Vs(efc, w)), 


fc=i 


qui correspondent a la codifferentielle et au laplacien de connexion pour les 1-formes de S. 


On est maintenant arme pour le calcul explicite de V*Vrt. En utilisant notre repere mobile, on a 

n—2 

^ Vrt — ^^ egU V Vej.ej.^ “1“ ^ ^ ^ V 

k=l 

Comme la metrique conique est hyperbolique, on a les expressions suivantes : 

1 


^ Cr^r — 0 , ^ eg(^6 — 

On trouve alors que 


tanh(r 


-er, et VefcCfc = Vs(efc, Cfc) - tanh(r) e^. 


n—2 


V*Vu = -Ve^Ve^U - VegVegU - 


^ tanti(r))Ve,n + ^ Vv^(e,,e,) 


U - Vej^Vej^rt. 


En remplagant u par /e'’ -|- ge^ -|- w, un calcul explicite nous donne I’expression suivante pour les 
composantes de V*Vtt; selon : 


d^f 1 d^f 

dr'^ sinh(r)^ dO'^ \^tanh(r 


-b (n — 2) tanh(r) ) ^ + 


1 


+- 


dr Ytanh(r)^ 

2 dg 


+ {n — 2) tanh(r)^ ) / 
1 


+ 




sinh(r) tanh(r) dO cosh(r)^ cosh(r) 


selon e® : 


d'^g 

dr‘i 


1 d‘^9 ( 1 . 

sinh(r)2 dO"^ \tanh(r) ^ 


2 ) tanh(r' 


dg ^ g 

dr tanh(r)2 


df 


+- 


1 


sinh(r) tanh(r) dO cosh(r 


T‘^T,g, 


et selon la composante incluse dans N : 


^ Sr^ er^ ^ eg^ eg^ 


tanh(r) 


-b (n — 2) tanh(r) Ve^w+tanh(r)^ti; 


+ 


1 


cosli(r)2 


(V* V)sw — 2 tanh(r) ds/ 


Pour pouvoir manipuler cette expression, nous allons effectuer dans la section suivante une sorte 
de decomposition en series de Fourier generalisees. 



6.3 Decomposition en serie de Fourier generalisee 


On sait qu’au voisinage du lieu singulier, la metrique g se met localement sous la forme 

g = dr"^ + sinh(r)^(i0^ + cosh(r)^ 5 rs. 

Si la coordonnee 6 etait definie (toujours modulo Tangle conique a) sur tout un voisinage du lieu 
singulier, on pourrait faire des decompositions en series de Fourier, du type 

/(r, e,z) = ^ /n(r, z) exp{2iTrne/a). 

Mais en general la coordonnee d’angle 9 n’est definie que localement, ce qui empeche d’ecrire de telles 
decompositions. On va done proceder a une autre sorte de decomposition; on obtiendra finalement 
des ecritures du type 

/(r, e,z) = '^ fn{r)'ipnid, z) 

ou les (ipn) forment une base hilbertienne bien choisie du bord d’un voisinage tubulaire du lieu singulier. 


6.3.1 Une base hilbertienne adaptee 


Pour faciliter les calculs, nous serons amener a complexifier les fibres usuels. Comme precedemment, 
on choisit un reel positif a suffisament petit pour que le a-voisinage ferme de S dans M soit un voisinage 
tubulaire. Si r est inferieur ou egal a a, on note Ur le r-voisinage de S dans M et le bord de Ur- 

On va particulierement s’interesser a la sous-variete Tout point x de Sq admet un voisinage V 
de la forme U x 5^, ou U est un ouvert de S. Dans ce voisinage, la metrique de Sq, induite par celle 
de M, s’exprime comme une metrique produit; plus precisement on a, dans les coordonnees adaptees, 

ga = sinh(a)^d0^ + cosh(a)^g's- 

Dans cette sous-section, et seulement dans celle-ci, les notations V, V*, A, etc. d&igneront les 
operateurs correspondants pour la metrique ga- 

Pour pouvoir faire les decompositions voulues, on veut trouver une “bonne” base hilbertienne sur 
Sa, pour les fonctions comme pour les 1-formes, ou plus precisement pour les sections du sous-fibre 
N defini precedemment. On se propose done de demontrer le resultat suivant : 


Proposition 6.1. II existe une base hilbertienne ('0j)jeN du complexifie de telle que pour tout 

indice j, il existe un reel Xj et un entier relatif pj, verifiant 

^ sinh(a)2 ’ 


pour lesquels 


/Xtpj = AjV’i 


p I 

Soit J I’ensemble des j pour lesquels Xj > H existe une base hilbertienne ((/>j)jgjU {(pj)j(z^ 

du complexifie de L‘^{N), telle que : 

f \-V2 

- pour tout indice j appartenant a J, (pj = I Aj — 1 d-^ipj, et done 




= M)(>= 


5^(Pj = cosh(a)" ( A, - 




1/2 




31 



- pour tout indice j G N, il existe un reel fij et un entier relatif Pj, pour lesquels 

{ V*Vipj = 

V7 — 

^ee^j — sinh(a)‘^i’ 

et on a de plus 5-zPj = 0 . 

Demonstration. Soit (ei,... , 6 ^- 2 ) un repere mobile orthonorme de C/ ~ C/ x {0}, pour la metrique 
cosh(a)^ 5 's- C’est la restriction a du repere mobile local defini dans la section precedente. Alors 
(ee, ei,..., en- 2 ) est un repere mobile orthonorme de V, verifiant 

^ eg^k — — 0 

pour k = 1 ... n — 2 (rappelons qu’ici et dans la suite de la preuve, on reemploie pour simplifier la 
notation V pour la connexion de Levi-Civita pour la metrique Qa de Sq, a ne pas confondre avec la 
connexion de Levi-Civita de la metrique g). 

Interessons-nous maintenant au laplacien A sur [Yia^ga)- La sous-variete etant compacte, on 
pent utiliser le theoreme de decomposition spectrale des operateurs elliptiques auto-adjoints pour 
montrer qu’il existe une base hilbertienne de formee de functions propres du laplacien. De 

plus chaque sous-espace propre est de dimension finie, et chaque function propre est C°°. 

Si / est une fonction sur en utilisant le repere mobile ci-dessus, on obtient 

n—2 

A/ = -ee.ee.f ^ Ve^ek-f - Ck-Ck-f ■ 

k=l 


On pent verifier sur cette expression que eg.Af = A{e 0 .f), done que ^(A/) = A(^/), e’est-a- 
dire que A et ^ commutent (rappelons que le champ de vecteur eg est bien defini dans tou Ua, ainsi 
done que ^). De plus une integration par parties evidente donne, si f et g sont deux functions sur 



Soit done A une valeur propre du laplacien et Ex le sous-espace propre associe. On a vu que Ex 
etait de dimension fini et compose de fonctions (7“. Comme A et ^ commutent, la restriction de 
ce dernier a Ex est un endomorphisme de Ex ; et d’apres ce qui precede cet endomorphisme est anti- 
symetrique pour le produit scalaire L^. Comme Ex est de dimension finie, on pent done (en passant 
dans les complexes) trouver une base orthonormee {'ipj) de Ex, formee de fonctions propres de 
e’est-a-dire que Ton a : 

{ Aipj = X-ipj 

Cette derniere equation implique que, dans les coordonnees {z, 6 ) adaptees a V ~ C/ x 5^, 

'4’j{z,e) = ex.p{ig,je)(t)j{z), 

ou 4>j est une fonction ne dependant pas de la variable 6 . Comme 9 est definie modulo Tangle conique 
a, on en deduit que p,j G e’est-a-dire qu’il existe un entier pj tel que 


et done en particulier 




Si on exprime a nouveau le laplacien a I’aide du repere mobile, on obtient 


avec la notation f3 


= X'lpj 

n—2 

= -ee.ee.ipj + ^ Ve^ek-'ipj - ek-Ck-ipj 
k=l 

1 92 

^ ^ k=i 

= ginh(a)2 ^^' + Ve.efc-V’i - eu-eu^j 

D&ignons, comme dans la section precedente, par As I’operateur 


n—2 

f ^ cosh(a)^ ^(VefcCfc./ - efc.efc./); 
k=l 


si / est une fonction definie sur U x {6*}, alors As/ est le laplacien de / pour la metrique obtenue en 
identifiant U x {9} a C/ C S. On a alors 


As(V’j) 


cosh(a)^ A 


\ , 

sinh(a)^y ^ 


Passons maintenant aux 1-formes sur Sq. Rappelons qu’ici les notations V et V* designent la 
connexion de Levi-Civita et son adjoint pour la metrique ga de Le laplacien de connexion V*V 
s’exprime alors a I’aide du repere mobile de la fagon suivante : 

n—2 

\7*Vr] = -VegVegV + ^ - VefcVefc?]. 

fc=i 

Si on decompose rj orthogonalement, g = fe^ + uj, alors 

V*Vg= {Af)e^ + V*Vlo, 

et cette decomposition est a nouveau orthogonale. Dit autrement, si lo est une 1-forme sur Sa, en 
tout point perpendiculaire a e^, alors V*Vw est aussi en tout point perpendiculaire a e^. On va done 
considerer le sous-fibre vectoriel N C r*Sa, dont la fibre au-dessus de x G Sq est le sous-espace 
vectoriel de T/Sq orthogonal a e® ; e’est la restriction a du fibre N defini a la section precedente. 
L’operateur V*V se restreint ainsi a un operateur non borne de L?‘{N) dans lui-meme. 


Si u) est une section de N, alors VegUi est encore une section de N. Comme pour les fonctions, 
on verifie sur I’expression ci-dessus que Veg(V*Vcv’) = V*V(Vegiij), e’est-a-dire que V*V et Vgg 
commutent. L’operateur Vgg est a nouveau anti-symetrique pour le produit scalaire : en effet, pour 
deux sections de N, on a 



0 



ga{Veg4>A') + 



daixPi ^eg<P ) 


En utilisant ces deux proprietes et le theoreme de decomposition spectrale des operateurs elliptiques 
auto-adjoints, on montre, comme dans le cas des fonctions, qu’il existe un base hilbertienne {4>j)j^n 
de L‘^{N), telle que pour tout j, on ait ; 





1V 



Pour /c = 1... n — 2, on note comme precedemment la forme duale de e^. Les sections locales 
e^,..., forment alors une base de N sur V. En decomposant dans cette base 

n—2 




k=l 


la derniere equation ci-dessus donne 


n—2 


d 


n—2 




k=l 


k=l 


qui s’integre en 

ak{z,6) = bkiz) expiinjO) 

pour k = 1... n — 2. La coordonnee 6 etant dffinie modulo bangle conique a, on en deduit encore une 
fois que fij G c’est-a-dire qu’il existe un entier pj tel que V d_(l)j = ipjP4>j (avec toujours (5 = ^). 


Rappelons maintenant quelques notations. Si / est une function sur Eq, on a 

n—2 

rfs/ = ^{ek-f)e^, 

k=l 

c’est une section de N. II s’agit en ctiaque point (x, 6*) G 1/ x ~ V C Sq de la differentielle de la 
restriction de f a U x {0}. Ensuite, si uo est une section de N, on a 

n—2 

(Is(w) = - cosh(a)^ y^{Ve^u){ek) 

k=l 
n—2 

= cosh(a)^^u(Vefcefc) - efc.'u(efc), 
k=l 


(V*V)e(Z = COstl(a )2 ^ - Ve^^Ve^u;. 

k=l 

Si I’on se restreint kU x {0}, il s’agit de la codifferentielle et du laplacien de connexion sur les 1-formes, 
pour la metrique obtenue en identifiant U x {0} a 1/ C E. 

Soit / une function sur E^. Avec ces notations, on a : 

V*V(dE/) = -Ve,Ve,(dE/) + (V*V)s(ds/)• 

cosn(aj^ 

Or 

n—2 

= Ve,Ve, j;(efc./)e" 
k=l 

n—2 

= '^{ 60 . 60 .{ek.f))e^ 

k=l 
n—2 

= '^ek.{ee.e 0 .f)e^ 

k=l 

= dEiee.ee.f). 

1 Q 


Ve,Ve,(dE/) 



De plus, la metrique de ?7 C S est hyperbolique, et on peut done utiliser la formule de Weitzenbock 
suivante, valable pour les 1-formes : 

(V*V)s = As + (n - 3)Id = + (n - 3)Id. 

C’est la meme formule qu’au debut de cette section, cf Hj §1.155. On en dMuit que 

(V*V)s o ds = (As + (n - 3)Id) o ds = ds o (As + (n - 3)/d). 


Par suite. 


(V*V)s(ds/) = ds(As(/)) + (n - 3)ds(/), 


et done 

V*V(ds/) = -ds(e,.e,./) + ^^^j^(ds(As(/)) + (n-3)ds(/)) 

^ _ Q 

= ds(A/) H-T-r^ds/- 

cosn(aj^ 

On obtient finalement, si V'j est une des fonctions definies plus haut (e’est-a-dire telle que A?/)j 
et ■■ 




V*V(dsV'i) = ds(AV^j) + 


n — 3 


dsV’i 


cosh(a)2 

' dsV’i- 


cosli(a)2 

Par consequent d^.'^’j est un vecteur propre de V*V. De plus V d_{dY,'ipj) 


= = ipjl3dY.i>j. 


De la meme maniere, si uo est une section de N, alors 

A((5sw) = —60.661.(few) H- 1 , ^n As(fea;). 

cosn(aj^ 

La meme formule de Weitzenbock nous donne 

As o fe = fe o As 

= ds o ((V*V)s - (ra - 3)/d) 

= feo(V*V)s-(n-3)fe, 

et on a aussi eg.eg. (few) = 5-ziyee^ee^): soit finalement 

A(few) = -fe(Ve,Ve,a;) + }. ., (fe((V*V)sw) - (n - 3)few) 

cosn(a)^ 

on _ Q 

= fe(V*Vw)-^(dsw). 

cosn(a)^ 

Comme precedemment, on constate que si (f)j est une des sections definies plus haut, e’est-a-dire telle 

que V*V(j)j = \j4>j et V a_<i>j = ipj(3(j)j, alors 
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As(fe</>i) = (>^j - 

\ cosh(a)^/ 


et que 


— (fefe) = ipjf36T:(l)j. 










Pour clarifier tout ceci, on introduit les notations suivantes. Pour A G M, p G Z, on pose : 


Ex = {/gL2(S„)|A/ = A/}, 

Fx = [u eL^{N)\V*Voo = \ijj}, 

Ex,p = {feEx\-^f = ipPf}, 

et Fx„ = {io ^ Fx\V a_u = ipPuj}. 

ae 

Chacun de ces sous-espaces vectoriels est de dimension finie, compose de fonctions ou sections C°°. 
Les Ex,p sont deux a deux orthogonaux, ainsi que les Fx^p, les Ex et les Ex- On a Ex = 
et Ex = ®p^zE\,p, et a chaque fois la somme est en fait finie car Ex et Ex sont de dimension finie. 
On note S, resp. S', le spectre du laplacien sur les fonctions, resp. sur les 1-formes, i.e. I’ensemble 
des valeurs de A pour lesquelles Ex, resp. Ex, est non reduit a 0. Ce sont des ensembles discrets, 
minorees, avec -|-oo comme seul point d’accumulation. Alors ®x&s Ex{= ®x&s®p&zE\,p) est dense 
dans idem pour 0;^£5/ Ex dans L?‘{N). 

D’apres ce qui precede, ds envoie Ex,p dans FA-H(n- 3 )/cosh(a) 2 ,p, et ds envoie FA-h(n- 3 )/cosh(a) 2 ,p 
dans Ex,p- De plus, si appartiennent a Ex^p, alors, comme I’adjoint de ds est cosh(a)“^dS) en 
integrant par parties on trouve 

/ 5a(dsV’,'^sV'') = 

dSa 


1 


cosh(a)2 

1 

cosh (o' 

1 


JT.. 

(A- 


cosh(a)^ 
p‘^f5'^ 


V^((5sdsV'') 

2 i! AsV'' 

cosh(a)2(A - . .J V’' 


sinh(a) 


I f 

JZa 


sinh(a) 


En prenant = -0' on trouve que, si Ex^p 7 ^ {0}, alors necessairement 

~ sinh(a)^ 

On en dMuit aussi que, pour le produit scalaire L^, ds est une homothetie de Ex^p sur son image, de 

/ 2 q2 \ 1/2 

rapport . 

De plus, du fait que I’adjoint de ds est cosh(a)“^ds, si un element (j) de Fx^p est dans I’orthogonal 
de I’image de Ex-(n-d,)/cosh{aY ,p par (ce qui est en particulier le cas si Ex-{n-d,)/cosh{aY ,p = { 0 }), 
alors necessairement 5^.4’ = 0 - 

On a maintenant tout ce qu’il faut pour obtenir les bases hilbertiennes desirees. On choisit pour 
chaque Ex^p une base orthonormale, leur reunion (V’j)jGN forme une base hilbertienne de L^(Sa). 
Ensuite, sur chaque Ex^p, on a deja une famille orthonormale (finie), a savoir I’image par (A — 
sinhfa )2 ds de la base orthonormale de E;^_(n- 3 )/cosh(a) 2 ,p (cela evidemment dans le cas ou Ton 

a A > et Ex.(n -3)/cosh(a)2,p / { 0 })- La reunion de ces families orthonormales nous donne les 

{(j)j)j£j de la proposition. Enfin, on complete sur chaque Fx^p cette famille en une base orthonormee; 
la reunion des elements ainsi rajoutes constitue les {pj)j^n de la proposition. □ 



Notons que les elements de ces bases hilbertiennes verifient aussi 


= cosh(o)^ Aj-r 


pW 


sinh(a) 




(V*V)s</>j = cosh(a)2 Xj + 


n — 3 


p](i^ 


(V*V)s<^j = cosh(a)"^ \ -r 


cosh(a)^ sinh(a)^y ^ 

\ 


sinh(a) 




Pour simplifier ces expressions, qui sont celles qui vont nous servir, on pose, pour tout indice j G N, 

^ p2/32 \ 


X'j = cosh(o)^ Xj — 


sinh(a)2 j ’ 


ainsi que 


On a alors 


fij = cosh(a)^ i fij - : 




sinh(o)^ 


AsV'i = 

{V*Vh^j = (A' + n - 
On pent aussi exprimer plus simplement les relations suivantes : 






costi(a) 


6Y:4>j = cosh(a)(A')^/^V’i- 


6.3.2 Expression du laplacien dans cette decomposition 

Maintenant, on va utiliser les resultats precedents pour proceder a la decomposition de u = /e’' + 
ge^ + 00 sur tout Ua- 

Pour passer de Sq a S,,, on utilise le transport parallele et le flot le long des geodesiques, integrales 
du champ de vecteur e^. Cela revient a etendre a tout Ua les functions 'ijjj et les formes (/>j, ipj, en 
demandant seulement que Sr-ipj = 0, et que X/er4’j = '^erPj = 0. On note encore ijoj, cjoj et ipj ces 
extensions. 

Pour un r fixe, on note fr la restriction de / a On pent de meme etendre fr en une function 
fr definie sur tout Ua en utilisant le flot du champ de vecteur e^, c’est-a-dire en demandant seulement 
que Br-fr soit identiquement nul (et evidemment que fr = fr sur S^). En particulier, on pent regarder 
la restriction a Sq de fr, notee /r|sa • Oii pent maintenant utiliser les resultats de la proposition 16.11 
pour decomposer /r|sa sous la forme d’une serie : /r|Ea = '^frifj- Finalement, en reutilisant le hot 
pour se ramener a on obtient la decomposition suivante, valable sur : /r = fr'i’j- En faisant 
cette manipulation pour tout r, et en posant fj{r) = fr, on obtient 

i6N 

On effectue evidemment une decomposition similaire pour la function g. Pour la section oo, le meme 
precede fonctionne, en remplaqant le hot par le transport parallele, et on obtient une decomposition 

jGJ jGN 


oi 












On pent verifier facilement que si u est (7°° alors les coefficients fj, gj, ojj et Wj le sont aussi (en 
effet, fj{r) = V'j/r et on pent deriver sous I’integrale ; il en est de meme pour les autres coefficients). 

On a finalement obtenu I’expression suivante pour u : 

n = ^ e'’ + ^ 9jir)i>j 

jeN jeN 

+ ■ 
j&J j'eN 

II est plus judicieux de regrouper les termes de cette decomposition de la fagon suivante, faisant 
apparaitre des “blocs elementaires” de meme frequence : 

u = Y + 9jir)'ipj e® + 

j&J 

+ {fj (^)V'i e'’ + 9j {r)^j e^) 

ieN\J 

+ 

iGN 


En partant de cette expression pour u, on va effectuer cette decomposition pour V*Vu. On note 
toujours (3 pour II faut d’abord voir comment se comporte les fonctions et formes etendues. En 
procedant a de simples changement d’echelle, on arrive a : 


d , 

0 


de 


V’i = iPjP'ipj 
AsV’i = 

(A')>/2 


dsV’j = 


cosh(r) 




d_4>j = 0 

dr 

V d (hj = ipnB (t),- 
i ae ■’ j j 

(V*V)s0i = (A' + n - ?,)4>j 
^6j^(t)j = cosh(r)(A')^/^V’i, 

V a_ If j =0 

dr 

=iPjf3^j 
(V*V)sV?i = 

= 0 


On obtient alors, pour la composante de V*Vu en , si j G J : 


■t"- (i;;^ + (" - 2) /'+ + (" - 2) ta.>h( 


,'2 d'’" 

r + - 


A' 


+ 


sinh(r)2 cosh(r)2 


/. 


2ipjf5 2tanh(r)(A')^/2 

~*~sinh(r) tanh(r)^'^ cosh(r) ’ 



si j ^ J : 




rf + ^ 




A' 


^ /. 


sinh(r)^ cosh(r) 


pour la composante en ipje^ : 


1 


+ (n — 2) tanh(r) 


^tanh(r) 
pour la composante en ipj : 




\ tanh(r)^ sinh(r)^ cosh(r)^ 


2ipj(3 

J_L_ Q ■ 

sinli(r) tanh(r) ’ 


p2/32 A' \ 

+ ■ 1 / NO “I- , / NO 1 9j 


2 ipjP 


sinh(r) tanh(r) 


fv 


,1 \ , f o P‘iP‘^ A'+n —3\ 2tanli(r)(A')^/^ 

i —— + (n - 2) tauh(r) (tanh(r)2 + ) cu,- 


3 


tanh(r) 


sinm(r) cosh(r) 


et pour la composante en (pj : 

1 


Wj 


tanh(r) 




Pi 


+ (n — 2) tanli(r) ] tu'•+ tanh(r)^ H — . \ 7 -.r, H-I 'ijJi 


sinh(r)2 cosh(r) 
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6.4 Comportement des solutions an voisinage de la singularite 


On va maintenant clierctier a resoudre I’equation Lu = 0 au voisinage de S. La decomposition ci- 
dessus permet de passer d’une equation aux derivees partielles a une infinite d’equations differentielles 
ordinaires. Resoudre I’equation Lu = 0 revient done a resoudre une equation differentielle lineaire 
pour cliaque coefficient de la decomposition. 

L’equation qu’on obtient ici presente une singularite “reguliere” en r = 0. On sait (cf m) que 
les solutions d’une telle equation sont des combinaisons lineaires de fonctions de la forme r^/(r) avec 
/ une fonction analytique, ou les exposants k s’obtiennent comme racines de I’equation indicielle (en 
cas de racines multiples ou separees par des entiers, il faut eventuellement raj outer des termes en Inr 
dans I’expression des solutions). 

On pose done, pour un entier j donne, 

fjir) = r*’(/o + /ir + /2r2 + ...), 

9j{r) = r’^{90 + 9ir + 92r'^-\ -), 

UJj{r) = {too + Uiir + uJ2r‘^-\ -), 

Wj{r) = r^{wo + wir + UJ2r‘^-\ -). 


On obtient alors les systemes d’equations indicielles suivants (on omet de noter les indices) : si 

j G J, 


si j i J, 


A:2 + l+p2^2)/o 

+ 

2ipf39o 

= 0 

-2ipf5fo 

+ 

{-k‘^ + l+p'^P'^)go 
{-k'^ +p^P‘^)uJo 

= 0 
= 0, 

k^ + l+p^f5^)fo 

+ 

2ip(39Q 

= 0 

-2ipf5fo 

+ 

(-/c2 + l+p‘^pP)gQ 

= 0, 




















et enfin 


{-k^ +p'‘^0^)wq = 0 . 


Commengons par etudier le premier systeme, le plus complique. Les valeurs de I’exposant k pour 
lesquelles il admet des solutions non triviales (racines indicielles) sont ±p/3±l et ±p/3. Plus precisement, 
pour k = ±{pP + 1), les coefficients dominants {fo,go,‘^o) sont engendres par (1,—i,0), pour k = 
±{pP — 1), par (l,i,0), et pour k = ^pfi, par (0,0,1). On remarque que Ton a toujours des racines 
separees par des entiers, ce qui rajoute des termes logarithmiques, mais nous n’aurons pas a en tenir 
compte car seul I’exposant dominant va nous interesser. 

Le cas des racines doubles est un peu plus complique. Elies apparaissent si p = 0, p/? = ±1, ou 
pP = En fait si p/3 = ^, les solutions correspondant a /c = p/3 et a A: = 1 — p/3 sont lineairement 
independantes, on n’a done pas besoin de termes logarithmiques; meme chose pour p/3 = — 

Pour p/3 = 1, les solutions pour k = pP — 1 et k = —(p/3 — 1) sont les memes. On a done besoin 
d’un terme logarithmique. Meme chose si p/3 = — 1. 

Enfin, pour p = 0, il y a trois degenerescence. Cependant pour A: = 1 ou A: = —1, on n’a pas de 
perte de dimension et done pas besoin de termes logarithmiques. Par contre, pour A: = 0, le terme en 
logarithme est necessaire. 

On remarque que les deux premiers cas de racines doubles ne se rencontrent que pour des valeurs 
particulieres de I’angle conique. Par contre le dernier cas se rencontre quel que soit I’angle. C’est 
I’existence de ces solutions logarithmiques, qui sont dans mais dont la derivee covariante ne I’est 
pas, qui fait que I’operateur L n’est jamais essentiellement auto-adjoint dans notre cadre. 


Les deux systemes restant sont plus simples a etudier et ne presentent rien de nouveau par rapport 
a ce qui precede. La proposition suivante regroupe tons ces resultats : 

Proposition 6.2. Soit u une solution de I’equation Lu = 0 sur un voisinage d’une composante 
connexe de S, d’angle conique a. Alors ehaeun des termes apparaissant dans la decomposition 

u = ^ e^ + gj{r)il}j e^ + 

j&J 

+ + ffi(r)V’ie®) 

ieN\J 

i6N 

est solution de Vequation. 

Soit j un indiee appartenant a J. L’ensemble des solutions du type 

fjir)ipj e^ -h gj{r)ipj e® -h ujj{r)pj 

forme un espaee vectoriel (de dimension 6). SipjP ^ {—1,0,1}, alors on dispose d’une base eonstituee 
de solutions elementaires pour lesquelles v{r) = {fj{r),gj{r),u)j{r)) est de la forme r^{vo -|-uir -!-•••)? 
avec k G {±pj/3± 1, ±pj/3}. Pour k = ±{pjP + l), on peut prendre vq = (1, —i, 0), pour k = ±(pj/3 — 1), 
(1, i, 0), et pour k = ±pjP, (0, 0,1). Si pjP = —1, resp. 1, resp. 0, les deux solutions elementaires ei- 
dessus eorrespondant dk = t) sont identiques, il faut done rajouter une solution de la forme ln(r)(uo-|- 
uir) avec Vo = {1,—i,0), resp. (l,i,0), resp. (0,0,1). 

Maintenant si I’indiee j n’appartient pas a J, Vensemble des solutions du type 

fj{r)'pje^ + gj{r)pje^ 


0/1 



forme un espace vectoriel (de dimension 4)- Si pjj3 ^ {—1,1}, alors on dispose d’une base eonstituee 
de solutions elementaires pour lesquelles v'{r) = {fj{r), gj{r)) est de la forme r^(ug + v[r + •••), avee 
k = ± 1. Pour k = ±{pjP + 1), on peut prendre Vq = (1, —i), et pour k = ±{pjP — 1), Vq = (1, i). 

Si pjf5 = —1, resp. 1, les deux solutions elementaires ei-dessus correspondant a k = 0 sont identiques, 
il faut done rajouter une solution de la forme ln(r)(ug + + • • •) avee Vq = (1, —z), resp. (1, i). 

Enfin, pour tout indice j, I’ensemble des solutions du type Wj{r)ipj forme un espace vectoriel (de 
dimension 2). Si pj ^ 0, alors on dispose d’une base eonstituee de deux solutions elementaires pour 
lesquelles vjj{r) = r^{l+'cuir + - ■ ■), avee k = Epjfd. Sip' = Q les deux solutions elementaires ci-dessus 
sont identiques, il faut done rajouter une solution pour laquelle 'cuj{r) = lii(r)(l + wir + •••). 


6.5 Resolution de [’equation 

Dans cette sous-section ainsi que dans toute la suite de ce papier, tons les angles coniques 
seront supposes strictement inferieurs a 27r. En particuiier, si p est un entier, alors soit pP = 0, 
soit \pP\ > 1. 

On va etudier maintenant quels sont les exposants dominants possibles pour une solution de 
I’equation Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, en function des differentes conditions imposees a 
u. 


Notons tout d’abord que, vu la forme de la metrique, une forme u, telle qu’au voisinage d’une 
composante connexe du lieu singulier sa norme (ponctuelle) verifie |n| ~ r^, est dans si et seulement 
si k > —1. Par consequent, si u G verifie Lu = 0 au voisinage du lieu singulier, les exposants k 
apparaissant dans le developpement de u donne a la proposition EIll sont tons strictement superieurs a 
— 1. Or on a vu que k est de la forme ±p/3± 1 ou ±p/3, ou p est un entier que Ton peut supposer positif, 
et P vaut 27r divise par Tangle conique de la composante connexe du lieu singulier. Par consequent 
le fait que u soit dans elimine les solutions avee k = —pP — 1, avee k = —pP pour p 7 ^ 0, et avee 
k = —pP + 1 pour p > 1 (et aussi p = 1 si /3 > 2, e’est-a-dire si Tangle conique est inferieur ou egal a 
tt). 

Le premier resultat est le lemme suivant : 

Lemme 6.3. Soit M une edne-variete hyperbolique dont tous les angles coniques sont strietement 
inferieurs a 2 tt. Soit u une 1-forme telle que Lu soit egal a 0 au voisinage du lieu singulier et que u 
et du soient dans Lp. Alors Vu et Vdu sont dans Lp. 

Demonstration. Pour j G J, si u est une 1-forme du type 

f{r)'pje'' + g{r)pje^ + u;{r)4>j, 


alors du est de la forme 

a{r)'ijjje'' A e® -T 6(r)e’’ A pj -T c(r)e® A pj, 


a{r) 

b{r) 


c{r) 


9' + 


1 


_ _ iPjP 

tanh(r) sinh(r) 


/, 


u)' — tanh(r)cu — 


cosh(r) 


/, 


ipjP yj 

-W — 




sinh(r) cosh(r) 


9- 


avee (je passe les calculs) 







On suppose qu’en plus u est une solution elementaire de I’equation Lu = 0 au voisinage d’une 
composante connexe de S, avec {f{r),g{r),uj{r)) de la forme r^{vo + vir + • • •) (cf proDosition lli.2B . 
Alois (a(r), b{r),c{r)) est de la forme r^~^{wo + wir + •••), et, si on note vq = (/o, alors 

wq = {{k + 1)50 - iPjPfo, kujQ, ipjPuJo)- 

On constate que si A; = — 1, ou si A: = pjP avec pj = 0, alors wo = 0, c’est-a-dire que dans 

ces deux cas (et seulement dans ces deux cas-la) u et du ont le meme exposant dominant. Et si on 
est dans le cas d’un terme logarithmique du a une racine indicielle multiple {pjjd = —1, 0, ou 1), avec 
{f{r),g{r),uj{r)) de la forme ln(r)(uo + vir + •••)) alors I’expression de du comprend toujours des 
termes non nuls en r~^. 


Maintenant pour j ^ J, si u est une 1-forme du type 

rexpression de du est assez simple puisqu’on trouve 

1 ipjP 


du = i g' + 


:9 


tanh(r) sinh(r)' 




Si u est une solution elementaire de I’equation Lu = 0 au voisinage (d’une composante connexe) de 

E, avec {fir),g{r)) de la forme r''(uo-huirH-) (cf propositionES), alors a(r) = g' + tanh(r) 9- s/nhfr) / 

est de la forme r^“^(ao + air -|- • • •), et, si on note Vq = {fo,go), alors 

ao = {k + 1)50 - iPjPfo- 

On constate, de la meme fagon que dans le cas j G J, que si A: = ±pjf3 — l alors wq = 0, c’est-a-dire que 
dans ce cas (et seulement dans ce cas-la) u et du ont le meme exposant dominant. Et si on est dans le 
cas d’un terme logarithmique du a une racine indicielle multiple {pj(3 = —1 ou 1), avec {f{r),g{r)) de 
la forme ln(r)(i;Q -|- vir -!-•••), alors I’expression de du comprend toujours des termes non nuls en r~^. 


II reste a voir ce qu’il se passe quand la solution u est de la forme w{r)ipj. On trouve, de la meme 
fagon, que si I’exposant dominant de u vaut k, alors I’exposant dominant de du vaut A; — 1, sauf pour 
la solution non logarithmique quand A: = 0. 


Recapitulons tout cela. Soit u une solution de I’equation Lu = 0 au voisinage d’une composante 
connexe de E, d’exposant dominant k. On note k' I’exposant dominant pour du. Alors k' = k — 1, sauf 
pour k de la forme ±p/3 — 1 et pour A: = 0. Done si u et du sont toutes les deux dans alors les 
seules valeurs possibles pour k sont 0, p(5 —1, p(3 et pfd + 1 (les autres valeurs pour lesquelles u etait 

a savoir k = —p/3 -|- 1 et la solution logarithmique pour A: = 0, donnent k' < —1). En particulier, 
on a alors A; > 0 et /c' > 0. 


II n’est pas difficile de montrer, a I’instar de ce que Ton a fait pour du, que si une solution u de 
I’equation Lu = 0 au voisinage d’une composante connexe de E a pour exposant dominant k, alors Vu 
a pour exposant dominant A: — 1, sauf si A; = 0, auquel cas 'Vu et u ont le meme exposant dominant 
A: = 0. 

II en est de meme pour du et Vdu : si on note encore k' I’exposant dominant de du, alors Vdu a 
pour exposant dominant k' — 1, sauf si k' = 0, auquel cas Vdu et du ont le meme exposant dominant 
k' = 0. 

En conclusion : si u est une solution de I’equation Lu = 0 au voisinage de E, telle que u et du soient 
dans on a vu que les exposants dominants k et k' de u et de du sont tons les deux superieurs ou 
egaux a 0. Par consequent les exposants dominants de Vu et de Vdu sont tons les deux strictements 
superieurs a —1, et done Vu et Vdu sont tons les deux dans L^. □ 






L’interet de ce lemme reside principalement dans la demonstration des deux resultats suivants, qui 
nous font passer de I’etude des solutions de I’equation Lu = 0 an voisinage du lieu singulier a celle des 
solutions de I’equation Lu = / sur M entiere. 

Theoreme 6.4. Si M est une cone-variete hyperbolique dont tons les angles coniques sont strictement 
inferieurs d 27r, alors D = D'. 

Demonstration. Supposons que les deux domaines D et D' soient differents; par exemple, D ^ D'. 
Alors il existe a G D\D'. Comme Ll^/ est bijectif, il existe aussi a' G D' tel que La' = La. Done 
a — a' G ker L, et on connait le comportement de a — a' an voisinage du lieu singulier. 

Par definition de D et D' lcf l6.1|l . on sait que a, a', Va et da' sont dans et done aussi da. Par 
eonsequent a — a' et d{a — a') sont dans D’apres le lemme preeedent eeei implique que V(a — a') 
est dans L?'. 

On pent alors appliquer le theoreme I5..SI pour proeMer a une integration par parties : 

0 = {L[a — (5), a — (3) 

= (V*V(a-/?) + (n-l)(a-/3),a-/3) 

= ||V(«-/?)||2 + (n-l)||«-/3||2 

et on trouve finalement a — /9 = 0, ee qui eontredit I’hypothese a G D\D'. □ 

Remarque : Bien que nous ne le montrions pas ici, il est interessant de noter que des qu’un angle 
eonique est plus grand que 27r, les deux domaines ci-dessus ne coincident plus. Il devient done beaucoup 
plus difficile de trouver un “bon” domaine pour resoudre I’equation de normalisation, cf [HI et jS] pour 
des resultats dans cette direction. 

Nous allons maintenant montrer un resultat complementaire pour les solutions de I’equation de 
normalisation. 

Theoreme 6.5. Soit M une cone-variete hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inferieurs a 27r. Soit (f une section de L?‘{T*M). Alors il existe une unique section a de L?‘{T*M), 
solution de I’equation La = 4>, telle que a, Va, dba, et Vda (au sens des distributions) soient dans 
L\ 

Demonstration. On sait depuis la section UrTl aue Ton pent resoudre de fagon unique I’equation La = (f 
avec a G D. Maintenant, le theoreme 16.41 ci-dessus nous assure que Ton a aussi a G D'; finalement a, 
Va (et done aussi da et 6a), d6a et 6da (et done aussi V*Va) sont dans L^. Le senl point qui reste 
a montrer est que Vda est aussi L^. 

Les formes C°° a support compact etant dense dans L^, on pent trouver une suite (</>„) de 1-formes 
C°° a support compact telle que (fn ^ 4> dans quand n —> oo. Soit (a„) la suite d’elements de D 
telle que pour tout entier n, La„ = (fn- On applique alors le theoreme 14.21 (avec, a un facteur pres, 
A = V ei A* = V*) : les transformations {V*V {n — l)Id)~^ et V(V*V-|-(n —sont continues, 
done 

lim an = lim (V*V + (n - l)Id)“^((/)„) = (V*V + (n - l)/d)"^((/>) = a 

n—>oo n —>00 

et 

lim Va„ = lim V((V*V + (n - 1)14)-^(((>„)) = V((V*V + (n - l)Id)-^{(j))) = Va, 

n —>00 n^oo 

les limites etant au sens L^. Comme dan est la partie antisymetrique de Va„, la suite (dan) est 
aussi convergente, avec lim„^oo dan = da. Maintenant, comme fn est a support compact, Lan est 


identiquement nul au voisinage du lieu singulier, et rentre done dans le cadre de la nronositinu lfi.21 
Comme an appartient a D{= D'), an ainsi que dan sont dans et on a vu au lemme lO qu’alors 
Vdan G L^- On va maintenant montrer que (Vdan), suite de sections du fibre T*M 0 A^M, est bornee 
dans L^. 

Pour cela, on considere section C°° a support compact de T*M (g) A^M (“section test”), et on 
s’intCTesse au produit scalaire {Vdan,0- Le but est d’arriver a monter que 

|(Vda„,OI <M||^||, 


ou M ne depend pas de n. 

La restriction de la dadvee covariante a nous donne un operateur (non borne) V : —> 

L‘^{T*M ® h?M) ; son adjoint est la restriction de V* a T*M ® h?M, et les resultats de la section |3 
s’appliquent. Maintenant, en utilisant la definition de I’adjoint d’un operateur, on a I’egalite ker V* = 
(ImV)-*- et done on a aussi la decomposition orttiogonale suivante : 

L^{T*M h?M) = kerV* ©STV. 

On voudrait pouvoir ecrire ^ = k + VQ dans cette decomposition, mais il faut d’abord montrer que 
I’image de V est fermee. Pour cela on utilise la formule de Weitzenbock suivante, valable pour une 
metrique hyperbolique, qui est un analogue de la formule pour les 1-formes que Ton a deja utilisee a 
plusieurs reprises (cf m §1-1) : 

Vw G n^M, V*Vuj = Au; + 2(n — 2)uj. 

En particulier, des que oj est a support compact, en integrant par parties contre oj on obtient 

||V(u||2 = \\doj\\^ + ||(5a;|p + 2(n-2)||u;||^ 


ce qui implique 


||^|| < c||Va;||, 


avec c = (2(n — 2))“^/^. Maintenant, cette inegalite est aussi vraie pour tout uj G L^(A^M) tel que 
Vuj G ; il suffit de prendre une suite ujn G telle que cUn —> et Va;„ —> Vo; au sens (cf 

corollaire ESI). Cette inegalite implique immediatement que I’image de V est ferine, et done que 


L^{T*M ® K^M) = kerV* ©ImV. 


Done on pent bien ecrire £, = k + VC, ou A: G kerV*, et ||C|| < c||VC|| < c||C||. Retournons au 
produit scalaire : 


{Vdan,0 = {Vdan,VC + k) 

= (VdcinjVC). 

Pour pouvoir faire une integration par parties, il faut verifier que tous les termes impliqufe sont L^. 
On salt deja que C, VC, Vdan le sont. Or d’apres la formule de Weitzenbock ci-dessus, 

V*Vdan = Adun + 2(n — 2)dan = dAan + 2(n — 2)dan, 

car d et A = d6 + 5d commutent. D’autre part 

Aan — Lan 2(?r t'^an — 4^n 2 {ti 


Finalement 


V*Vdan = d4>n — 2dan- 



Comme (f>n est a support compact et que e D, les formes d(j)n et dan sont L^, done V*\/dan 
est L^, done on peut done integrer par parties ftheoreme 15.dl) : 

{\/dan,0 = (Vdan,VC) 

= {V*Vdan,C) 

— {d(pn “^dOm C) • 

Comme VC est L'^, 6C = —tr^VC est aussi on a meme ||(5CII < V^II^Cll- D’autre part depn 
et C sont L^, on peut encore integrer par parties : 

(\^danj C) — {.dfpn “^dayii C) 

= {(l>n,K) -‘^{danX)- 

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz : 

\{VdanX)\ < ||0n||||5Cll+2||dan||||CII 

< (V«ll</>n|| + 2c||dan||) lIVCII 

< much 

car les suites Xn) et {dan) sont convergentes, done bornees, dans Cette majoration, valable pour 
toute section test C, implique directement que la suite (Vdan) est bornee dans L^. 


Par consequent, on peut extraire une sous-suite, encore notee (Vdan), qui converge faiblement vers 
une limite I € L'^ : e’est-a-dire que quel que soit C G L?‘{T*M ® A^M), 

lim {Vdan,0 = {IX)- 

n—>oo 

Mais alors, si C est a support compact, 

{VdanX) = {dan,V*0, 
et 

lim {dan,V*0 = {da,V*0 

n —^oo 

car {dan) converge dans vers da. Par consequent, on a 

{da,VX) = {lX) 

pour tout C G CfX, ce qui signifie exactement que 

I ^ max da Vder, 

et par suite Vda appartient a L^. □ 

Notons que si en plus </> est C^, alors par regularite elliptique la solution a ci-dessus est aussi de 
classe C°°. 


7 Rigidite infinitesimale des cone-varietes 


Nous avons maintenant en main tous les outils pour montrer le theoreme suivant : 

Theoreme 7.1. Soit M une cone-variete hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement 
inferieurs d 2 tx. Soit ho une deformation Einstein infinitesimale (i.e. verifiant I’equation Eg{ho) = 0) 
telle que ho et V/iq soient dans L^. Alors la deformation ho est triviale, i.e. il existe une forme 
a G telle que ho = 5*a. 

Dans toute cette section nous supposerons done que les angles coniques sont toujours inferieurs a 
2-k. 


Demonstration. La premiere etape de la demonstration consiste a normaliser /iq, e’est-a-dire a ctierclier 
a tel que h = ho — 5*a vCTifie la condition de jauge /3(/i) = 0, ce qui revient a resoudre I’equation 
P o S*a = fiho- Comme V/iq est dans fiho I’est aussi, et d’apres le theoreme lf).5l cette equation 
admet une unique solution a telle que a, Va, dda et Vda soient dans L^. On pose h = ho — 5*a. 
Notons que I’on a perdu des informations en normalisant : en effet, rien ne garantit que la deformation 
normalisee h vCTifie encore V/i = 0, puisqu’on ne connait rien pour I’instant sur S75*a. 

La deformation h verifie alors : 

f V*Vh -2Rh = 0 
|(5/i + dti h = 0 

En prenant la trace par rapport a g' de la premiere equation, on obtient 

A(tr h) + 2(n — l)tr h = 0, 

ce qui incite a integrer par parties, mais pour le faire il faut d’abord verifier que les termes impliques 
sont L^, avant de pouvoir appliquer le theoreme I5.1L Comme ho et 6*a sont L^, h est bien L^, done 
tr h aussi, et done Atr h aussi. Maintenant, 

dii h = dtr ho + dtr 6*a = dtr ho — dSa, 

done dtv h est {dir ho est Lp car V/io Lest). Par suite, on trouve en integrant centre tr/i : 

0 = (tr/i, A(tr h) + 2(n — l)tr h) 

= lldtr/i||^ + 2(n — l)||tr/i|p 

et done tr/i = 0, ce qui, avec P{h) = 0, implique aussi 5h = 0. Finalement, on a 

'V*Vh-2Rh = Q 
< (5/i = 0 
tr /i = 0 

\ 


La deuxieme etape de la demonstration consiste a utiliser une autre formule de Weitzenbock (cf |2j, 
§12.69). Un 2-tenseur peut toujours se voir comme une 1-forme a valeur dans le fibre cotangent T*M. 
Ce fibre etant muni de la connexion de Levi-Civita V, on note d^ la differentielle exterieure associee 
sur les formes a valeurs dans T*M. L’op&’ateur adjoint est la codiffCTentielle notee Notons que si 
a est une 0-forme a valeurs dans T*M (e’est-a-dire une 1-forme usuelle), alors dfi^a = Va; de meme 
pour une 1-forme a valeurs dans T*M, 5^h = V*/i. On a alors la formule suivante, valable pour tout 
2-tenseur symetrique : 


V*V/i = + d^5^)h + Rh-ho ric. 



Pour une metrique hyperbclique, cela se simplifie en 

V*V/i = (d^d^ + (f5^)h + nh- (tr h)g. 

En combinant avec ce qui precede, on obtient 

' 5'^d^h + {n-2)h = 0 
< (5/i = 0 
tr h = 0 

\ 


Pour conclure, “il suffit” d’une integration par parties centre h. Comme h est dans L^, 5^dFh est 
aussi dans ; si V/i, ou meme seulement Ve^h, etait on pourrait conclure en utilisant une methode 
analogue a celle employee dans la demonstration du theoreme 15.ill Malheureusement on ne sait rien 
sur le caractere ou non de V5*a. On va done devoir contourner cette difficulte pour montrer qu’on 
a bien {S^d'^h^h) = 

Avant toutes choses, il faut montrer que d^h est bien L^. Comme Vho est L^, d'^h^ est ; il ne 
reste qu’a regarder dF5*a. Or 


d*a = Va - -da 



done 

d76*a = {dy)‘^a — -d^da. 

L’operateur est bien connu, ce n’est rien d’autre que I’oppose de la courbure, i.e. 

{d^fa{x,y) = -R{x,y)a = V^VyU - VyV^a - y[x,y]a. 


C’est un operateur borne, e’est-a-dire continue, pour les normes ; par consequent {d^^a est L?. Il 
ne nous reste done que la terme d^ da ; or le theoreme nous garantit que Vda, et done d^da, sont 
bien L?. 


Le tenseur d^h est done bien dans Malheureusement, on n’a pas d’analogue du resultat de 
Cheeger (theoreme 15.11) pour les formes a valeurs dans un fibre, du fait que o d^ ne s’annule pas 
necessairement, a la difference de do d. Cependant, en ecrivant 

h = ho — d*a = ho + -da — d^a, 

on a 

{h,6^d^h) = {ho + ^da,6^d^h) - {d^a,6^d^h). 

Le theoreme lb.5l nous assure que V(/io+^da) est dans L^. Ceci nous permet de montrer, exactement 
de la meme fagon que dans la demonstration du theoreme I5.HL qu’on a bien 

{ho + i^da, 6^d^h) = {d^{ho + -da), d^h). 

Pour le terme qui reste, comme a et Va sont L^, on pent trouver d’apres le corol1aire l5.5l une suite 
{an), C°° a support compact, telle que lim^^oo an = a et lim^^oo Va^ = Va. On a alors 

lim {dy an, d^h) = {d^a, 5'^d^h). 


QT 



On pent faire I’integration par parties avec an : 


{d^ an,5^ h) = {{d^)^an,d^h). 

Mais comme {d^Y continue, on a 

lim {d^)‘^an = {d^)‘^a, 

n—>oo 

et done 

lim {{dy)'^an,d7h) = {{d7)‘^a,d^h). 

n^oo 

On en deduit que 

{d'^a,5^d'^h) = {{d'^fa,d^h), 
et avec ce qui precede on a etabli I’egalite 

{h,6^d'^h) = \ \d'^h\f. 

Par consequent, comme d'^d^h + (n — 2)h = 0, on a 

0 = {h,S^d^h + {n-2)h) 

= || dV /,||2 + (^_ 2)||/,||2 

et done le tenseur h est identiquement nul. Par suite /iq = d*a, la deformation est triviale. □ 

Corollaire 7.2. Soit M une edne-variete hyperbolique dont tons les angles coniques sont strictement 
inferieurs d 2 tt. Alors M est infinitesimalement rigide parmi les eones-varietes Einstein d angles 
coniques fixes. 

Demonstration. En effet, on a vu que toute deformation infinitesimale de la structure de cone-variete 
preservant les angles pouvait se mettre sous la forme d’un 2-tenseur symetrique Iiq appartenant a L^, 
dont la derivee covariante V/iq est aussi dans On pent alors appliquer le theoreme ci-dessus pour 
montrer que toutes les deformations Einstein de ce type sont triviales. □ 
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